[) INTRODUCTION

Linformation véhiculée par les prix des actifs financiers est souvent exploitée par les autorités monétaires
et les acteurs des marchés afin d'analyser les évolutions potentielles de la sphere économique ainsi que
la sphere financiere. De multiples raisons en lien avec la politique monétaire, mais aussi avec la stabilité
financiere expliquent Uintérét des banques centrales pour cette catégorie d'information.

En effet, les mouvements des prix des actifs financiers, a la hausse comme a la baisse, affectent la richesse
des ménages. Les ajustements de la consommation qui découleront peuvent entrainer des modifications
de l'environnement économique dans son ensemble. De plus, il est vraisemblable que les fluctuations des
prix des actifs financiers affectent les conditions de financement des entreprises. Dans la mesure ou un
changement abrupt des prix des actifs financiers peut se traduire par de larges pertes des institutions
financieres, conduisant a une probable installation d'une fragilité du systeme financier, les banques cen-
trales accordent un intérét particulier au mouvement des prix de ces actifs. Autrement dit et afin de pré-
server la stabilité financiere, il est important pour les autorités monétaires d'étudier les risques du marché
a travers lextraction et l'analyse ponctuelle des anticipations des acteurs. Dans ce cadre, les prix des
produits dérivés et en particulier ceux des options'”' représentent une source informationnelle unique pour
l'extraction des attentes des investisseurs. Etant donné que le rendement d'une option dépend des évolu-
tions futures de l'actif sous-jacent, les prix des contrats sur options refletent les probabilités attribuées par
ces investisseurs quant au rendement futur du dit contrat. Par conséquent, ['étude des prix des options a
échéance identique et afférents au méme actif sous-jacent avec de multiples prix d’exercice permettrait de
construire la distribution des prix futurs telle qu'elle est percue par le marché.

D’un point de vue empirique, l'analyse des mouvements des prix des actifs est souvent basée sur l'estima-
tion de la fonction de densité [PDF). Cette derniére permet de quantifier la probabilité associée a un niveau
de prix donné. Dans ce cadre, les prix des actifs sont modélisés comme étant les rendements anticipés,
calculés soit sur la base de leur probabilité statistique objective, soit sur celle d'une probabilité neutre au
risque (RND), qui est déterminée sans aucune référence aux préférences des investisseurs' Ily a lieu de
noter que la probabilité statistique est estimée souvent de maniere parameétrique a partir des données his-
toriques relatives aux prix des actifs. Quant a U'estimation de la densité neutre au risque, elle est basée sur
des données en panel afférents aux prix journaliers des options. Cette derniere approche s'appuie sur le
concept de la volatilité implicite relative au prix des options'”* pour modéliser les probabilités que les inves-
tisseurs attribuent a lensemble des prix possibles de l'actif sous-jacent. De plus, la distribution neutre au
risque présente des caractéristiques spécifiques qui s'expliquent par lintégration du troisieme (asymétrie)
et du quatrieme (aplatissement) moments de la distribution. L'intégration du troisiéme moment permet la
prise en compte de l'asymétrie autour de la moyenne des anticipations des intervenants sur le marché des
options. Quant au quatrieme moment issu de la distribution neutre au risque, il illustre les anticipations
des investisseurs relatives aux changements extrémes des prix du sous-jacent.

Département Stabilité Financiere.

Département Statistique.

191 Une option est un contrat qui confére le droit et non l'obligation a son détenteur d'acheter ou de vendre, selon qu'il s'agit d'une option
d'achat ou de vente, une quantité prédéfinie d'un actif financier a un prix et a une échéance fixés a l'avance.

192 Cette derniere méthode demeure loutil essentiel de la valorisation des options. Elle résulte de lune des propriétés de 'équation des

dérivées partielles du modéle d"évaluation des options de Black-Scholes. Cette équation ne fait intervenir aucune variable affectée par

le degré d'aversion au risque des investisseurs. Autrement dit, elle est complétement indépendante des préférences des investisseurs

en matiére de risque (vor Hull, 2004).

La volatilité implicite est une estimation par le marché de la variabilité future des prix de l'actif sous-jacent au cours de la vie de Uoption.

Contrairement a la volatilité historique, la volatilité implicite ne se déduit pas des données passées. Elle est calculée en inversant la

formule de Black-Sholes, ce qui lui permet d'avoir un contenu prospectif.
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De ce qui précede, il semble que linformation afférente aux anticipations des investisseurs et qui est
contenue dans les prix des options est beaucoup plus riche que celle véhiculée par les prix historiques des
actifs. Le but de la présente étude consiste en la dérivation de la fonction de densité neutre au risque a
partir des prix des options dont les sous-jacents sont l'indice boursier européen DJ Euro Stoxx 50 et lindice
des valeurs bancaires apparenté a lindice DJE Eurostoxx 300. Dans ce cadre et pour extraire les anticipa-
tions des acteurs du marché sur les évolutions futures des mouvements de lindice précité, nous adoptons
une mixture de deux distributions log-normales ainsi qu'une méthode complémentaire basée simplement
sur une distribution log-normale. Nous construisons des distributions neutres au risque pour un horizon
constant de 45 jours a partir de la cotation journalieres des options dites européennes.

Il) METHODOLOGIE ET ESTIMATIONS EMPIRIQUES

Une option est un contrat qui confere le droit et non lobligation a son détenteur d'acheter ou de vendre,
selon qu'il s'agit d'une option d'achat (call) ou de vente (put], une quantité prédéfinie d'un actif financier
a un prix convenu a lavance (appelé prix d'exercice] et & une échéance fixée. Pour les options dites euro-
péennes, la décision d’exercer ou de ne pas exercer ce droit ne peut avoir lieu qu'a la fin de l'échéance
du contrat. Tandis que pour une option américaine, ce droit d’exercice peut intervenir a n'importe quel
moment de lintervalle de la durée de vie du contrat. Il existe différents types d'options. Elles se diffé-
rencient par l'actif sous-jacent, qui peut étre une action, un indice boursier, une obligation, une devise,
un contrat a terme,.... Cependant, la caractéristique principale d'une option est relative a son degré de
liquidité, défini comme étant le rapport entre son prix d'exercice et la valeur actuelle du marché de lactif
sur lequel elle porte. Trois catégories de degrés de liquidité peuvent étre distinguées. Une option est clas-
sée en dehors de la monnaie dans le cas ou si elle était exercée immédiatement, elle générerait un flux
négatif. De la méme maniere, une option serait dans la monnaie si son exercice se traduirait par un flux
de trésorerie positif. Enfin, une option est a parité dans ['hypothese ou son exercice immédiat engendrerait
pour le détenteur un flux nul.

Le fait le plus important a noter est relatif au prix théorique de l'option. Dans ce cadre, la théorie financiere
nous enseigne que le prix d'une option d'achat (call) européenne est défini comme étant :

o8.X,T,r.q,0) = ¢ [max($ - X;0)]

-7 J(s-X)s(shis
X [1]

Avec :

Cl) : le prix de loption d’achat européenne [call] ;

S: le prix de lactif sous-jacent ;

X: le prix d'exercice ;

T : temps restant a écouler jusqu’a 'échéance annualisé ;

f(S) : la fonction de densité neutre au risque afférente au prix de [‘actif sous-jacent ;

[r] : taux d’actualisation (taux d’intérét sans risque)

[q) est le rendement apparent du sous-jacent.

(o] est la volatilité du rendement de l'actif sous-jacent

Ainsi, la valeur de l'option d’achat européenne est déterminée par l'espérance mathématique actualisée
au taux d'intérét sans risque de la valeur intrinseque de Uoption a 'échéance, c’est-a-dire de la différence
entre le cours de lactif sous-jacent a l'échéance et le prix d'exercice. Dans la pratique, l'évaluation des
options par les acteurs du marché fait appel a la probabilité associée a différents états futurs du prix du
sous-jacents jusqu'a la date d"échéance. En d'autres termes, la perception des acteurs du marché rela-
tive aux mouvements des prix de actif est reflétée par Uincorporation de la densité des probabilités [f(S]]
dans le processus d'évaluation des options. Par conséquent, les prix des options observés sur le marché
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contiennent des informations sur la perception des investisseurs quant a ['évolution des prix de l'actif sous-
jacent. Dans notre cas, les options portent sur l'indice européen DJ Euro Stoxx 50 (SX5E) et sur Uindice Euro
Stoxx Banks (SX7E).

1.1) LE MODELE DE BLACK & SHOLES

Le modele de Black et Scholes est une spécification fréquemment utilisée par les professionnels pour
évaluer les options. Ce modele a été élaboré par analogie au phénomeéne physique de diffusion de la cha-
leur. Enthéorie financiere la formule de Black et Sholes est basée sur Uhypothese d'absence d'opportunité
d'arbitrage dans un environnement de risque-neutre. Elle assume, par ailleurs, que la dynamique des prix
de l'actif sous-jacent suit un processus Brownien géométrique. Dans ce contexte, le rendement du dit actif
suit une loi normale et le prix théorique d'une option d'achat européenne y afférente s'écrit :

(8. X.T,r.q.0) =8 N{d1)— Xe™" N(d2)

avec - ln{ %]+(r—q+%u3}?’
dl=
aT
d? =dl- L‘I”'u'r'f_'

(2)

N[ représente la densité cumulée de la loi normale.

Dans Uhypothése ou les prix a termes de lactif sous-jacent sont dictés par un processus de diffusion log-
normal et en l'absence d'opportunité d'arbitrage, les formulations précédentes peuvent étre simplifiées en
substituant Se?" par Fe". En introduisant cette substitution dans 'expression (2}, on aboutit a l'expression
suivante:

c(F.X..T.r.U) - Fe"'TN(dl] b Xe"‘TN{afz)

In[ E '-I— -1- o T
Avec : X 2
dl= =

a1
d2 = d1— AT

[F)est e prix a terme de lactif sous-jacent, tandis que (o) représente la volatilité de celui-ci. Cette formu-
lation permet l'évaluation d'un call européen. Elle repose sur cing parametres dont quatre sont observa-
bles (F, X, T, r). Etant donné que la volatilité demeure l'unique variable inobservée, le prix d'un call peut étre
exprimé comme fonction de la volatilité. Ainsi, la volatilité se présente comme étant le parametre le plus
important pour la détermination du prix d'une option et son estimation conditionne le degré de précision de
l'évaluation de celle-ci. Il y a lieu de noter que si la formule de Black & Scholes était parfaitement valide,
la volatilité implicite serait la méme quel que soit le prix d’exercice considéré. Cependant, de multiples
travaux empiriques ont révélé que la volatilité implicite des options européennes est dépendante du prix
d'exercice de Uoption et de sa durée résiduelle. Pour une maturité donnée, la représentation de la volatilité
implicite en fonction des prix d'exercice affiche une forme convexe plutét qu'une droite horizontale, telle
que postulé par le modele de Black & Scholes. Une telle découverte est qualifiée dans la littérature finan-
ciere de « volatility smile ». Cette derniere s'explique par une volatilité implicite des options en dehors de
la monnaie plus forte que celles afférentes aux options a parité et/ou dans la monnaie. Autrement dit, la
volatilité smile traduit le fait que les options qui sont en dehors de la monnaie sont valorisées par le marché
avec un prix plus élevé que celui issus d'un processus brownien géométrique adopté par Black & Scholes.

144 BANQUE CENTRALE DU LUXEMBOURG



L'existence d'une telle divergence traduit le fait que les acteurs du marché accordent une probabilité plus
élevée a des valeurs éloignées de la tendance centrale que celle d'une distribution log-normale.

La mise en cause de la pertinence du modele log-normal s'est traduite par lémergence d'autres modeles
qui présupposent soit un processus différent du processus Brownien géométrique pour caractériser l'évo-
lution des prix de lactif sous-jacent, soit l'adoption, ex-ante, d'une forme de distribution de probabilité du
prix compatible avec 'asymétrie et l'aplatissement de la distribution neutre au risque. Parmi la premiere
catégorie de modeles, en loccurrence les spécifications paramétriques, on y trouve les modeles dits a
volatilité stochastique'. Dans ce cadre, il y a lieu de noter que ces modeéles sont handicapés par la com-
plexité de la spécification du processus stochastique, mais aussi par la multiplication du nombre de para-
metres a estimer. Quant aux modeles de la seconde catégorie, basés a leur tour, sur le choix ex-ante d'une
distribution de probabilités, ils permettent de réduire considérablement les parametres a estimer. Dans
cette catégorie de modeles, la mixture de deux densités log-normales introduite par Melick et Thomas
(1997, demeure lapproche la plus répandue pour l'estimation de la densité neutre au risque. Il y a lieu de
souligner que la mixture de lois permet la prise en compte de la non-normalité des processus afférents
aux prix des actifs financiers.

La mixture de deux distributions log-normales peut étre décrite par cing parametres : deux parametres
pour chaque distribution (m,, v, et m,, v, et un paramétre de pondération (6) reflétant le poids attribué a
chaque distribution de probabilité. La densité log-normale neutre au risque issue de la mixture de deux lois
log-normales peut étre formulée ainsi :

_f(S.I.) = EF.( LrJgN[ST|mI M ]) + {] - H)(IﬂgN(ST|m3, ""x])

Avec -t = In§, + [,ul. - -Q!-LTI.: ).1’

W, = Uf."-.'";

Ou:

S, est le prix courant de lactif sous-jacent ;

m,Vv.: les moyennes et les variance des distributions normales ;

B est le poids attribué a chacune des deux distributions log-normales (0< 6< 1) ;

Intuitivement, U'adoption d'une mixture de lois de probabilité par les acteurs de marché est synonyme
d'anticipation par ces derniers de configurations différentes sur ['évolution des prix de l'actif sous-jacents
auxquelles ils attribuent une probabilité 6 et (1- 6). Autrement dit, l'évolution des l'actifs serait potentiel-
lement dictée par deux dynamiques dont les dérives et la volatilité sont, respectivement (u7, p2) et (o7,
02). Lestimation de la densité neutre au risque est fondée sur le principe de non arbitrage de Breeden et
Litzenberg [1978), c'est-a-dire qu'elle est obtenue a partir de la seconde dérivée du prix de Uoption par
rapport a son prix d’exercice, telle que :

(5 Yo o= a'CS.T.X.r.q.0)
f(8;)=e o

194 Les modéles GARCH sont un outil pour la modélisation et l'estimation de la densité conditionnelle.
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Or, il s'avere que les options ne sont échangées que pour un ensemble de prix d’exercice limité du sous-
jacent. Différentes méthodes coexistent pour remédier a cette difficulté. Parmi ces dernieres, on y trouve
soit le recours a des approximations numériques de cette seconde dérivée, soit l'estimation des parame-
tres de la fonction de densité neutre au risque par lintermédiaire de la minimisation de ['écart quadratique
entre le prix théorique de loption et le prix observé. Dans ce cadre, l'une des approximations suggérées
dans la littérature empirique s'exprime ainsi'”:

azc"{S,I‘,Jf,r,qﬂ)#("(X,,, )-clx,) clx,)-clx,, it K -X.)
ax? XX, ¥~ ST

Quant a la minimisation de la divergence du prix théorique et le prix du marché,
T

I} L] T
elle s'écrit : minlul.'.'].r.ui.vi.ﬂ E(C'i"'_ C'IJJ

11.2) LES DONNEES UTILISEES ET LES RESULTATS EMPIRIQUES

Les données exploitées pour inférer les densités neutres au risque couvrent la période de 'année 2007. Ce
sont des cotations quotidiennes d’options européennes dont les sous-jacents sont l'indice eurostoxx 50 et
l'indice des valeurs bancaires européennes apparenté a l'indice DJE eurostoxx 300. Sur ces deux marchés,
l'expiration des options se manifeste chaque troisieme vendredi du mois. De plus, différentes maturités
allant d'une journée jusqu’a quatre ans sont traitées. Toutefois, afin d"éliminer Ueffet du délai d'expiration,
les estimations devraient s'appuyer sur des options a maturité constante. Ainsi, seules les échéances de
45 jours ouvrables sont considérées dans linférence des fonctions de densités neutre au risque. Les prix
d’exercice de ces options couvrent un intervalle allant 3400 a 5000 pour l'indice eurostoxx 50 et de 370 a 530
pour l'indice des valeurs bancaires avec des accroissements respectifs de 50 et 10 points. La comparaison
de ces densités de probabilité nous donne une description des anticipations des acteurs, a une date don-
née, sur les évolutions des prix des actifs sous-jacents en l'occurrence les anticipations a 45 jours. Quant
au taux d'intérét sans risque adopté pour les estimations de ces densités de probabilité, il s'agit du taux
Euribor a 2 mois.

Le logiciel Gauss et son module d'optimisation sous-contrainte furent utilisés pour la minimisation de
l'écart quadratique entre le prix théorique et le prix du marché de loption. Les estimations sont réalisées a
trois dates différentes pour les options sur lindice eurostoxx 50 et pour lindice des valeurs bancaires.

Les graphiques ci-aprés présentent les estimations des fonctions de densités selon les deux méthodolo-
gies décrites précédemment, en loccurrence la loi log-normale et la mixture de lois. Plusieurs points sont
importants a souligner. Contrairement au modele log-normal qui ne met en évidence aucune asymétrie
pour les trois densités estimées, on observe clairement lasymétrie et la bi-modalité de la densité neutre
estimée avec deux mixtures de lois log-normales, en pleine turbulence du mois d'aolt du marché de cré-
dits a risque « subprime ». Cette distribution est caractérisée par une queue de distribution plus épaisse,
qui traduit particulierement le déplacement a gauche de la masse centrale de la densité en question. Il est
anoter que les estimations révelent que la moyenne des densités neutres estimées par une mixture de lois
log-normales oscille entre 4218 et 4452 points. La moyenne de la distribution du mois d'ao(t est inférieure
de 234 points comparativement a la distribution du mois de juillet. Cet écart est réduit a 100 points en
septembre, reflétant ainsi le tassement relatif des incertitudes du marché en septembre. La distribution
cumulative des probabilités neutres au risque du mois de septembre affiche une probabilité de 0.435 pour

195 Voir P. Soderlind et L.E.O. Svensson, 1996.
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que le niveau d'indice soit, tout au plus, égal a au premier moment de la distribution neutre au risque du
mois de juillet (4452,33 points). En d’autre terme, les acteurs du marché attribuent une probabilité de 0.565
pour une valeur plus élevée que la moyenne précitée.

L'allocation de probabilité entre les queues de la distribution et le centre a changé considérablement entre
le 20 juillet et 17 aolt de l'année 2007. Par conséquent, 'écart entre les percentiles a 5% et a 95% fut rela-
tivement faible au mois de juillet comparativement a celui du mois d'ao(t. Laccroissement de cet intervalle
au mois d'ao(t reflete la progression de lincertitude du marché quant a U'évolution de lindice boursier.

Autrement dit, les acteurs
du marché anticipent une
étendue plus vaste quant a
l'évolution des valeurs de lin-
dice eurostoxx 50. De plus,
la bi-modalité de la densité
neutre estimée pour le mois
d'aolt laisse présager que les
acteurs du marché attribuent
une probabilité plus élevée a
un scénario plus pessimiste
dans lequel la valeur de lin-
dice serait inférieure a 3800
points.

Concernant les écarts de
résultats entre les deux
méthodes utilisées pour l'es-
timation des densités neutres
au risque, les graphiques
révelent que les résultats
sont relativement proches.
Toutefois, les deux métho-
des génerent des différences
en matiere d'allocation de la
masse des probabilités, en
particulier en ce qui concerne
les densités du mois d'aot.

S'agissant des densités neu-
tres estimées a partir des
options dont le sous-jacent
est l'indice des valeurs ban-
caires européennes, les deux
méthodes de mesure affichent
des résultats tres proches. De
plus, lasymétrie des distribu-
tions des densités neutres au
risque issues de lindice des
valeurs bancaire est moins
prononcée que celle observée
pour lindice eurostoxx 50. Le

graphique 53 révele que les
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moyennes des distributions du mois d'ao(t et de septembre sont inférieures, respectivement, de 40 et de
42 points par rapport a celle du mois de juillet. L'écart en valeur absolue demeure faible comparativement
a celui observé pour lindice eurostoxx 50. Néanmoins, la valeur relative de cet écart indique que les acteurs
du marché anticipaient une chute conséquente de lindice des valeurs bancaires européennes de plus de
8% par rapport a sa valeur anticipée au mois de juillet. Il peut étre utile de noter que la valeur de cet écart
est une indication a limplica-

Graphique 53
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1) CONCLUSION

Dans cette contribution, nous mettons en ceuvre deux méthodes d'extraction des densités neutres au ris-
que. Pour différentes dates nous avons appliqué ces deux méthodes a des données relatives aux prix des
options européennes dont les sous-jacents sont l'indice eurostoxx 50 et celui des valeurs bancaires, appa-
renté a l'indice DJE eurostoxx 300. Les différences de résultats entre les deux méthodes demeurent tres
marginales en période « normale ». Cependant, en période de turbulence ou d'incertitude sur les marchés,
l'estimation de densité fondée sur un mélange de densités log-normales permet une meilleure évaluation
des prix des options.

La considération de la date du 17 aoGt 2007, jour de turbulence sur les marchés di a la crise du sub-prime
dans les estimations de densités neutres au risque révele que ces derniéres se caractérisent par un éta-
lement plus important que celles estimées pour dates antérieures. Ce résultat refléte l'accroissement de
lincertitude du marché quant a l'évolution future des indices boursiers en question. Toutefois, U'anticipation
de la baisse, en particulier de lindice des valeurs bancaire, par les acteurs du marché demeure relative-
ment importante. En effet, la comparaison des moyennes des trois densités laissent présager une baisse
anticipée de cet indice de plus de 8% comparativement a la valeur affichée par cet indice en juillet.

ILsemble utile, par ailleurs, de préciser que la disponibilité de ces informations pour les banques centrales
serait un facteur d’enrichissement du contenu de linformation prospective nécessaire a la conduite de la
politique monétaire. Ceci est d'autant plus vrai que la variabilité temporelle des moments de la densité
neutre au risque est une indication pertinente sur l'évolution de la perception et des anticipations des
acteurs du marché.
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